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摘 要;对一类带接触角的曲线收缩流的性质进行了研究。利用 Ga时.ce 和时ovick-Cohen 的能量定义，证明了其

具有保积性和能量衰减性。稳、态解在能量达到最小值时取得。
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A~阔的'act: The properties of a class of curve flows with contact is studied. With the en四

ergy defined by Garcke and Novick-Cohen , it is proved that they have the and 

caying properties. The stationary solution is achieved at the minimal energγ 。
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所讨论的曲线收缩流来源于一个非平衡态的三

元合金扩散模型中所出现的自由边界问题[1 -5) 。在

这一扩散模型中?假设该三元合金位于匠的有界

区域。中，而且它们的三个相是由三个移动界面

曲线 C(t) , (i = 1 ， 2 ， 3) 来分隔的，其中时间变元 t

二三 0 。这三个界面分别与区域。的边界。。垂在

于一端点 b i (t) ， 另一端点相交于一个三重接点

m( t) εn，而且界面所满足的发展方程为

along C (t) :吼 =Ui(Ki-KJ ，

at bi(t): (t) l_ a n , 

for t > 0 J at m (t) : L (C (t) ， 飞 (t)) = (}k' 

for i ,j , k ε11 ， 2 ， 3\ (1) 

mutually different , 

σ1κ1+σ2 1(2 十 σ3 1句 = 0 , 

at t = 0: (0) = C.O' m( 0) = mO 

其中民 ， Ki 分别表示界面曲线 (t) 的法向速率和

解;平均由率 κi -击friKids; I C I 表示曲线
( t) 的长度， s 表示曲线 (t) 从三重接点 m( t) 

到端点 bi (t) 的弧长参数。若设 Ti (t) 为曲线 (t)

关于 s 的单位切向量?则我们将选择一单位法向

( t) 使得( T; ( t) (t) )构成一个正定向的

Frenet 标架。这时 ， V 和陀的数量由 Ni (t) 所确定。

此外 ， fi.O ， m。是给定的初始条件;σi '(}i 是正常数且

满足以下的约束条件: 0 < (}i <吼。l 十 (}2 半。3 = 2飞

和 Young's law: 
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近来， Escher 和 Feng 首先在文献 [6J 中研究

了在一个特别的几何对称结构下方程组( 1 )的稳
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态解的j斩近性态(见图 1 ) ;接着在文献 [7J 中

研究了Ito 等[ 8] 所提出的对称结构下方程组( 1 ) 

的解的局部适定性(见图 2) 。为了研究方程组

( 1 )的解的全局适定性，我们需要对方程组( 1 ) 

进行一些估计，特别是能量估计。本文正是以此为

动机的。
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图 1 y 轴对称

Fig. 1 Symmetry by y axis 
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我们用。; ( t) 来表示由曲线 fj ( t) , (t) 和边界

。。所围成的区域，且 I fl;( t) I 表示区域。; ( t) 的

面积。为了简单起见，总假设曲线 f， (吟，巳 (t)

和巳( t) 是按逆时针分布的。本文所考虑的能量 E

= E[f(t) J (见文献 [5 J )被定义为如下形式:

E[f(t)J: 工艺 σ;L[ (t) J 

1 设 fo E C2 且满足适当的兼容性条件。

若 f (t) 是方程组( 1 )以 F。为初值的 C，，2解?那

么对于所有的 t 二三 0 ，都有

Y= 一立 dj;i(I)(ICi 一句 2ds (3) 

(4) I fl; ( t) I = I fl i ( 0) 1, i 二 1 ， 2 ， 3

成立。

证明 由演化曲线的输运定理知，

tut)=-L(I)川s-JF(lfi Ri(5) 

中只表示曲线 (t) 在端点处指向接触面的单位

切向量;表示出线( t) 的端点的移动速度。在

曲线 (t) 端点 b; (t) 上?由曲线 (t) 与边界。。

所满足的角条件知， V i ' = 0 。因此， (5) 右端

的边界积分只需考虑在三重接点 m( t) 上的情况。

这时 t) = m'(t) ， 即

LU(I)VI Rt 二 v; 0 m'(t) 

则由能量 E 的定义得知?

dE 牛( ~ y , 3 

岳之一 运 σ矶; Jr，. (1ο1)俨κi 咒刑V;ds出S 一寸(立 σ矶i川v矶旷t

一-b 由于在三重接点 m( t) 处所满足的 Yo∞un吨19'5 law 可以

表述为机械力的一种平衡[ω]? 即
图 2 元轴对称

Fig. 2 Symmetrγby x axis 

2 主要结论及其证明

为了方便起见，用 f (吟， f。分别表示所有

的界面曲线和与之对应初始值?即

f(t) = 1 (t) , (t) , f3(t) f , 

= 1 ,0' f 2 ,0 , f 3 ,of 

C，， 2 表示一类关于时间变元 t 一次连续可导 9 而且

关于空间变元二次连续可导的面数[9] 。

若( t) E C' ,2 , ( t) ε ， 2 ， ( t) E C' ,2 ，则

记 f( t) E C' ， 2 。对 foεC2 也是类似的。此外，也

用 L[ (t) J: = L;(t) 来表示曲线( t) 的长度。

设 i ,j ， k 为集合 11 ， 2 , 3 f 中互不相同的元用'

σ;v; = 0 

因此 9 利用方程组 (υ1 )中的扩散方程和叫!r;(1ρ;(1)(οI 
κ;) ds 工 0 ，得到

dE 牛 f3f
百--σi )r;(/) 州出:一 Zσ(T~ 1;(1川ρJ(οωJJlOJf)卢俨jκ呐f

3 叫(I)(κ; - 1(;) 2 ds 

这就证明了 (3) 。对于区域。 (t) , i = 1 ， 2 ， 3 的面

积的研究，由于相似性，我们只需考虑 i 二 1 的情

形?即以域。， ( t) 。记 VaD1(/) 为边界 a (t) 的外

法向速率 9 则

dI fl , (t)r 盯咀
dt=LOl(I)Vafli(I)GS 

(参见文献 [10 J) ，其中积分方向是按逆时针方向
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的。注意到 a ü , (t) 二 (t) U 部分 aüu (t) 。

从而有

r - V2 , S ε (t) ; 

Vanj(l) 工\ 0 , s ε aü; 

l V3 , S εf3 (t) 

故
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一 σ2 ( (2(1)呐 -L 2 (t)叫一
叫:(I)M-L30)忡。

从而 I ü , ( t) I = I ü , ( 0) I ，这就证明了 (4) 。

:定理 l 暗示了方程组( 1 )所描述的扩散具有

保积性与能量衰减性。此外 (3) 不但得到于 o

dE A ,__þ._L 

的事实，而且说明了~~ = 0 成立L当且仅当各条界
dt 

面曲线 (t) 具有常曲率 9 即它们要么是线段?要

么是因弧。这时?方程组( 1 )所对应的解正是该

问题的稳态解。
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